
تمرين:
1. خانه هاى خالى شكل 1 را چنان پر كنيد كه اين مربع 

به يك مربع لاتين تبديل شود.
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2. در صورت امكان مربع هاى شكل هاى 2 تا 5 را به يك 
مربع لاتين تبديل كنيد.

مربع های جادويی و مربع های لاتين متعامد۱

تعريف: يــك مربع جادويى از مرتبــة n>1، يك مربع 
 S عدد متمايز از مجموعة  n2 از  ijA (a ),n n= × (ماتريس)
هستند. و چنان مرتب شده اند كه مجموع عددهاى هر سطر، 

هر ستون و هر دو قطر برابر باشند. 

در شــكل 6 يك مربع جادويى از مرتبة 4 ديده مى شــود 
كه شــامل 16 عدد متمايز16, 000, 3 , 2 , 1 اســت. مجموع 
عددهاى هر سطر، هر ستون و هر يك از دو قطر برابر 34 است.

محمود نصيري
مؤلف كتاب هاى درسى

اشاره
مبحــث مربع هاي لاتين يكي از بخش هاي جديد در رياضيات گسســته پايه دوازدهم رشــته رياضي فيزيك 
اســت. در اين مقاله كه از دو قسمت تشكيل شده است، در قسمت قبل سعي كرديم مفهوم هاي اساسي در مورد 
مربع هاي لاتين و كاربردهايي از آن را بيان كنيم. سپس مربع هاي لاتين متعامد و روش هاي ساختن آن ها را همراه 
با كاربرد آن بررسي كرديم، سعي شده بود علاوه بر روش كتاب  درسي روش هاي ديگري نيز بيان شوند. همچنين 
به مســئله هاي كتاب نيز اشاره اي شد. در قســمت دوم، كاربردي از مربع هاي لاتين را در مورد ساختن مربع هاي 

جادويي بيان مي كنيم.

کليدواژه ها: مربع هاى لاتين، اويلر، جدول كيلى، مربع هاى لاتين متعامد

مؤلف كتاب هاى درسى
محمود نصيريمحمود نصيري

هر گاه يك مربع جادويى شامل عددهاى از 1 تا n2 باشد، 
.(n>1) مى ناميم n آن را مربع جادويى نرمال از مرتبة

با توجــه به اين تعريف در مربع جادويى نرمال مى توانيم 
S، مجموع عددهاى هر سطر يا هر ستون يا قطرها را محاسبه 
كنيم. كافى اســت مجموع عددهاى از 1 تا n2 را بر n تقسيم 

قسمت دوم
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تذكر: منظور از ضرب يك عــدد در يك مربع لاتين يا 
جمع دو يا چند مربع لاتين هم مرتبه، مشــابه همان است كه 

در ماتريس ها تعريف مى كنيم.
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از فرمول مجموع دنبالة حسابى استفاده كرده ايم.

هر گاه در يك مربع جادويى مجموع عددهاى هر ســطر 
و هر ســتون برابر باشــند، آن را مربع نيمه جادويى يا شبه 

جادويى مى نامند.

در ادامــه خواهيم ديــد كه چگونه به كمــك مربع هاى 
دوبه دو متعامد مى توان مربع هاى جادويى ساخت.

ساختن مربع های جادويی
ساختن مربع هاى جادويى به ويژه نيمه جادويى به كمك 

مربع هاى لاتين متعامد امكان پذير است.
اولين روش آن توسط اويلر بيان شده است.

فرض كنيم A و B دو مربع لاتين از مرتبة سه به صورت 
شكل 7 باشند.
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دو مربع لاتين متعامد L1 و L2  را در شــكل 11 در نظر 
مى گيريم.

مشــابه مثــال قبلــى، M = 4L1 + L2 + I4  را تشــكيل 
مى دهيم.

اگــر b=3 ، a=0 و c= 6 ، همچنين β=2 ،α=3 و γ=1 را 
اختيار كنيم، به دو مربع لاتين زير مى رسيم (شكل 8).

اكنون A1+B1 يعنــى جمع معمولى درايه هاى متناظر را 
مى نويســيم. حاصل اين يك مربع نيمه جادويى نرمال است 

(شكل 9).

اگر دو مربع لاتين L1 و L2 را مطابق شكل 10 در نظر بگيريد 
و M1 = 3L1 + L2 + I3 را محاســبه كنيــد، به همان مربع نيمه 
جادويى نرمال M مى رسيم. اگر L1 +3 L1 + I3 را تشكيل دهيد، 
چه تفاوتى با M و M1  دارد؟ اكنون حالت n=4 را بررسى مى كنيم.

M يك مربع نيمه جادويى نرمال است.
اگر M1 = L1 +4 L2 + I4 را تشكيل دهيد، چه ارتباطى با 

M مشاهده مى كنيد؟
در تمــام اين مثال ها، I3  يا I4 و يــا كلاً In نقش اضافه 
 3 L1 + L2 كــردن يك واحد به هر درايــه را دارند. يعنى اگر
يا  L1 + L2 4 را تشكيل دهيم و به هر درايه يك واحد اضافه 
كنيم، به همان نتيجه مى رســيم. بــه همين روش مى توانيم 
مربع هاى نيمه جادويى نرمال از مرتبة n بسازيم؛ يعنى قضية 

زير را داريم:

قضيه: فرض كنيم L1 و L2  دو مربع لاتين متعامد و متمايز 
{ }S , , , ... ,n= −01 2 1 از مرتبة n باشــد كه روى مجموعة 

تعريــف مى شــوند و In يــك ماتريسn×n باشــد كه همه 
nM nL L I= + +1 2 درايه هاى آن يك باشند. در اين صورت

.( n≥2) يك مربع نيمة جادويى نرمال است

نيمه جادويی  مربع های  در ســاختن  ديگری  روش 
نرمال

شكل 10

شكل 11 شكل 7

شكل 8

شكل 9
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مى توانيم روش ديگرى را نيز براى ساختن مربع هاى نيمه 
جادويــى نرمال بيان كنيم. آن را بــراى حالت n=4 در ادامه 
مشاهده مى كنيد. دو مربع لاتين A و B به  صورت مربع هاى 

شكل 12 هستند.
اين دو مربع لاتين متعامدند. زيرا در مربع AB (شــكل 
13) هيچ دو درايه يكســان نيستند. در واقع AB به فرم يك 

مربع «گريگو» لاتين است.

شكل 13
44332211

AB=
32411423
21124334
13243142

شكل 14
00332211
32011023
21120330
13203102

شكل 15
015105
141411
96312
78132

شكل 16
116116
152512
107413
89143

در ســاختار جدول شكل13 مجموع عددهاى هر سطر و 
مجموع عددهاى هر ســتون برابر و برابر110 است. اين يك 
مربع نيمه جادويى است، زيرا درايه ها 16 عدد اوليه نيستند. 
اما چنانچه مشاهده مى كنيم، به سادگى شرايط تبديل به يك 
مربع جادويى را دارد. اگر ارقام را به پيمانة 4 محاسبه كنيم، 
به مربع شبه جادويى شكل 14 مى رسيم كه همة رقم هاى آن 

0، 1، 2 يا 3 هستند.

ساختن مربع های جادويی نرمال
اكنون مسئلة مهم تر آن است كه: آيا مى توانيم به همين 
روش مربع هــاى جادويى نرمال بســازيم؟ يا به عبارت ديگر، 
مربع هاى لاتين متعامد انتخاب شده داراى چه ويژگى  باشند 
تا به جاى مربع هاى نيمــه جادويى نرمال، خود به مربع هاى 
جادويى نرمال تبديل شــوند. ابتدا بــراى حالت هاى n=3 و 

n=4، آن را بررسى مى كنيم.
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حال اگر اين اعداد را در مبناى 4 در نظر گرفته و معادل 
آن ها را در مبناى 10 بنويســيم به مربع شكل 15 مى رسيم؛ 

مثلاً :
( ) ( )= × + =4 1033 3 4 3 15
( ) ( )= × + =4 1032 3 4 2 14

قبل از بررســى به يك قرارداد نيــاز داريم: در يك مربع 
(شــكل 17) كــه خود شــامل مربع هاى كوچك تر اســت، 
مربع هايى را كه يك قطر آن ها روى قطر AB از مربع اصلى 
اســت، مربع هاى روى قطر اصلى مى ناميم و مربع هايى را كه 
يك قطر آن ها روى قطر CD از مربع اصلى است، مربع هاى 

روى قطر فرعى مى ناميم.
دو مربــع لاتين دوبه دو متعامــد L1 و L2 از مرتبة 3 را 

روى مجموعة {2و1و0} در نظر مى گيريم (شكل 18). 

نزديك  مربع جادويى  به يك  كه  داريم  در شكل 15مربعى 
است، اما عددهاى از 0 تا 15 در آن به كار رفته اند. كافى است 
به هر كدام از عددها يك واحد اضافه كنيم تا به يك مربع 

نيمه جادويى نرمال از مرتبة 4 برسيم (شكل 16).

هر گاه يك مربع جادويى شامل عددهاى 
از 1 تا n2 باشد، آن را مربع جادويى نرمال 
(n>1) مى ناميم n از مرتبة

شكل 17

شكل 12
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ايــن دو مربع لاتين به غيــر از متعامد بودن چه ويژگى 
ديگرى دارند؟ در L1 درايه ها يا عددهاى مربع هاى روى قطر 
فرعى و در L2  درايه ها يا عددهاى مربع هاى روى قطر فرعى 

داراى چه ويژگى  هستند؟
را  M L L I= + +1 2 33 اكنــون مانند مثال هــاى قبلى، 
تشكيل مى دهيم. مشاهده مى كنيم كه M يك مربع جادويى 
نرمال 3×3 اســت (شــكل 19). تمام عددهاى 1، 2، ... و 9  
در آن به كار رفته اند و مجموع عددهاى روى هر ســطر، هر 

ستون و هر دو قطر برابر 15 است.

−n در تشكيل مربع جادويى  −
= =

3 1 11
2 2

در اينجا عدد
نرمال نقــش اساســى دارد. اكنون حالت n=4 را بررســى 
مى كنيــم.  در شــكل L1  ،20 و L2 دو مربع لاتين دوبه دو 

متعامد روى مجموعة {0,1,2,3} هستند.

به مربع هاى لاتين دوبه دو متعامدL1 و L2 در شــكل 94 
توجــه كنيد. آيا ويژگى  را كه در حالت n=3 داشــتيم، اينجا 
وجود دارد؟ مشــاهده مى كنيم كه در حالت n=4  ويژگى  را 
كه در حالت n=3 وجود داشــت، نداريم. اما اگر به قطرهاى 
اصلى و فرعى توجه كنيد. مشاهده مى كنيد كه تمام عددها 
روى اين قطرها عددهاى مجموعة {0,1,2,3} هســتند. با 
ادامة اين روند مشاهده خواهيم كرد كه وقتى n>2 فرد باشد، 
مســاوى بودن عددهاى روى قطرهاى اصلى از يكى و فرعى 
n است. واضح است كه در هر  −1

2
از ديگرى برابر عدد ثابت 

دوى L1 و L2  عددهاى روى هر دو قطر نمى توانند مســاوى 
باشند؛ چرا؟ 

و در حالــت ديگر، وقتــى مربع لاتيــن روى مجموعة 
S={0,1,....,n-1} تعريف مى شــود، عددهاى روى هر دوى 
قطرهاى اصلــى و فرعى مربع همه عضوهايــى از نمادها يا 

همان عددهاى S هستند.
بــا توجه به مثال هاى فوق و قضية قبلى مى توانيم قضية 
زير را در مورد ساختن مربع هاى جادويى نرمال ثابت كنيم:

قضيه: فرض كنيــم L1 و L2  دو مربع لاتين دو به دو 
متعامد باشند كه روى S={0,1,....,n-1} تعريف مى شوند و 
In ماتريســى n×n باشد كه همة درايه هاى آن يك هستند. 

nM يك مربع جادويى نرمال  nL L I= + +1 2 در اين صورت 
است، اگر: 

 L1 عددى فرد باشد و دو قطر اصلى و فرعى يكى از n .1
باشند. يا:  n −1

2
و ديگرى از L2 ثابت و برابر عدد 

2. در هــر دوى L1 و L2 عددهاى روى قطرهاى اصلى و 
فرعى شامل تمام عددهاى S باشند.

پى نوشت 
1. Magic square and Latin square orthogonal

M را تشــكيل  L L I= + +1 2 44 مانند مثال هاى قبلى، 
مى دهيم، مشاهده مى كنيم كه M يك مربع جادويى نرمال 
4×4 است (شــكل 21). مجموع عددهاى روى هر سطر، هر 
ستون و هر دو قطر مربع اصلى 34 است و عددهاى 1، 2، 3، 

.... و 16 در آن به كار رفته اند.

120
L1= 012

201

201
L2= 012

120

هر گاه در يك مربع جادويى مجموع عددهاى هر سطر و هر ستون برابر باشند، آن را مربع 
نيمه جادويى يا شبه جادويى مى نامند

تذكر: منظور از ضرب يك عدد در يك مربع لاتين يا جمع دو يا چند مربع لاتين هم مرتبه، 
مشابه همان است كه در ماتريس ها تعريف مى كنيم
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شكل 19

M=

3210
0123
2301
1032

L1=

3210
1032
0123
2301

L2=

161161
251215
91438
741310

M=

شكل 21
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